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1. Wanneer K= f x=x( t), y=y( t); a, t, b} een continue kromme ie, die 
zichzelf niet snijdt, dan zegt men (zoals bekend) dat K rectifi-
ceerbaar is indien het aupremum van de lengten van alle ingeschre-
ven polygonen eindig is. Dit supremum heet dan de lengte van K. 
Indien x(t) en y(t) tot de klaase c( 1) behoren (d.w.z. conti-
nue afgeleiden hebben), dan is K rectificeerbaar, en de lengte L 
wordt door de klassieke formule 
L = I {x'2 + y'2J1/2" dt 
voorgesteld. 
Indien ,-,(x) op fx: a'-x4b} continu en monotoon niet-dalend 
is, dan is K= f x=x, y= tp(x); a, x, bJ rectificeerbaar, want voor 
elk ingeschreven polygoon voldoet de lengte lpol aan 
lpol-' (b-a) + {,<b)- f(a)} . 
2. Als ~oorbeelden van zulke krommen zullen de zogenaamde Cantorse 
krommen besproken worden. Daartoe nemen we een getal ~(04 • <1) 
en. ,Poei tieve getallen A0 , ~, ••• z6 d&t t 2n ~-1--°' • Ui t 
-2-
[0,1] wordt een open interval (symmetrisch t.o.v. het middel-
punt) ter lengte ~o verwijderd, uit de overschietende geslo-
ten intervallen warden open intervallen (symmetrisch t.o.v. de 
middelpunten) ter lengte ~1 verwijderd, enz. De overschietende 
verzameling heet een Cantorse verzameling (behorend bij « ); 
de "maa t" van deze verzameling is juist ex . We defini~ren nu 
St'(x) als volgt: ~(x)=½ op het eerste verwijderde open inter-
val, f(x)= ;, resp.¾, op de daarna verwijderde intervallen, 
enz. Door continue voortzetting is f(x) op het gehele inter-
val (0,1] te defini~ren. De functie f(x) is dan continu en 
monotoon niet-dalend, dus K= [ x=x, y= p(x); O& x, 1} is recti-
ficeerbaar. Voor de lengte L van K geldt 
L = 1- 0( + V 1+ 1X 2 . 
3. Voor ~=0 krijgen we de klassieke Cantorse verzameling, en de 
lengte van de bijbehorende Cantorse kromme is 1=2. Men zou dit 
kunnen "verklaren" door te zeggen dat de totale lengte van de 
horizontale segmenten van de kromrne reeds 1 is, terwijl er ook 
nog een totale stijging van 1 moet zijn. Aldus zou het vermoe-
den rijzen dat als men met een echt monotoon stijgende f(x) 
te doen heeft, dit verschijnsel van 11 maximaal mogelijke lengte" 
zich niet meer voor kan doen. We zullen echter bewijzen dat 
door superposi tie van Cantorse functies een kromme K= [ x=x, 
y=f(x); O-'x,1}, met 9'(x) echt monotoon stijgend, verkregen 
kan warden, waarbij 
L = 1 + f f( 1 ) - S" ( 0 ) } • 
In dit verband is de volgende stelling van interesse: 
Als K= f x=x, Y= f(x); O Ax , 1} , waarbij fP continu en monotoon 
niet-dalend, dan is L=1+ f y( 1 )- f( 0 )} dan en alleen dan als de 
afgeleide ,'(x) bijna ~veral (in de zin van Lebesgue) nul is. 
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4. Laat o1 een open verzameling in de n-dimensionale Euclidische 
ruimte Rn zijn, en laat y=h(x) een afbeelding van o1 in Rn 
zijn met alle ~h./ax. continu. De functionaaldeterminant 
l J 
(Jacobiaan) det (ohi/axj) geven we aan met J(x). Als J(x0 )/o 
voor een punt x 0 & o1, dan is de afbeelding h locaal inverteer-
baar in x, d.w.z. als y =h(x ), dan bestaan er open omgevingen 0 0 0 
van x 0 en y 0 wier punten omkeerbaar eenduidig met elkaar corres-
ponderen bij de afbeelding h. In de meeste boeken over analyse 
vindt men nu wel de volgende stelling: 
Als J(x)/0 op o1, en als o1 en de beeldverzameling o2 ook 
"in het groot" omkeerbaar eenduidig op elkaar afgebeeld zijn, 




opp. van o2 
= J ff h(x)} I J(x)I dx. 
01 
= j I J(x)I dx. 
01 
Het is onwaarschijnlijk dater een eenvoudige nodige en 
voldoende voorwaarde voor h(x) aan te geven valt opdat deaf-
beelding in het groot omkeerbaar eenduidig is. Ik wil echter de 
aandacht vestigen op de volgende eenvoudige voldoende voorwaar-
de, die niet zo algemeen bekend schijnt te zijn (mij medegedeeld 
door Prof. W.A.J. Luxemburg): 
Laat bovendien o1 convex zijn, en laat ( voor iedere x € o1 ) 
de kwadratische vorm 
n 
[ j=1 
posi tief definiet zijn. Dan is J(x)/0 in elk punt x € o1, en de 
afbeelding h van o1 op o2 is omkeerbaar eenduidig. 
Voorbeeld in R2: Laat O open en convex zijn; h(x,y)= 
=fu(x,y), v(x,y)J met -au/ex= 'f>V/-ay, eu/e1y= --av/e>x en 
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liilufi)x > 0 op O. Dan is bovengenoemde kwadrat:1 
'def1n1et. Anders gezegd: s O open en convex 
is ier ( ana.lytisch) op O met au/•x > 0 
vorm poa1t1ef 
is, en z) 
0, dan 1s f 
eenwaardig op O. Alsdus vindt men een reaultaat, verwant met 
o.a. klassieke resultaten van J. Wolff. 
